CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 10 martie 2012

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

CLASA aIX-a

Pe tabld sunt scrise trei numere reale, nenule nu neaparat distincte. Cand in locul lor s-au scris
produsul lor, suma lor si suma produselor lor luate cate doud, s-a constatat ca pe tabla au aparut
aceleasi numere ca si cele initiale. Care au fost numerele scrise initial pe tabla?

a) Demonstrati c¢a (1+a)" >1+na , pentru orice ne N*,a € (0,).
b) Fie (a,)

g>1. Daca a, =b >0 si a,=b,aratati ca b, >a,, pentru orice neN"(folositi eventual

.o O progresie aritmetica de ratie » >0, iar (bn )neN* o progresie geometricd de ratie

inegalitatea de la a)).

Fie ABCD un patrulater convex, P mijlocul segmentului [AB] si M e [BC ],N € [AD] astfel
~ ., BM AN 1
meat ——=——=—.

BC AD 3

a) Exprimati vectorii PM si PN in functie de vectorii PA,PC,PD.

b) Demonstrati ca mijloacele segmentelor [AB] ,[MN ] si [CD] sunt puncte coliniare.

Zidul unei cetati reprezintd o linie poligonald inchisd(vezi figura de mai jos). Fiecare doua
segmente vecine ale acestei linii poligonale formeazi un unghi drept. Intr-o noapte, un
parasutist a aterizat langa zidul cetatii. Acesta nu stie daca este in interiorul sau in exteriorul
cetdtii. Ocoleste zidul cetatii si numara cate cotituri face la stanga si cate la dreapta intr-un tur
complet.

_—

: :

a) Cate cotituri face parasutistul la dreapta si cate la stdnga, dacd ocoleste zidul astfel incat
acesta sa ramana mereu In dreapta sa, In ambele cazuri(ocolire interioard sau ocolire
exterioara)?

b) Cum deduce parasutistul dacd a aterizat in interiorul sau exteriorul cetatii?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Clasa a X-a

1. Un automobil se deplaseazd cu viteza de 90 km/h la vale, cu 72 km/h pe loc drept si cu
60 km/ h la deal. In aceste conditii automobilul a parcurs distanta de la orasul 4 la orasul B in 5
ore, iar distanta de la orasul B la orasul 4 in 4 ore. Aflati distanta dintre 4 si B.

2. a)Demonstrati cd log, 3-log,4-....-log,,,2012e R\ Q.

. < ... . Z |z
b) Fie z un numar complex, nenul, aratati ca |— + U eR.
zl z

3. a) Demonstraticd x+ y>2/xy, pentru orice x,y € [0,00) .
1 1

: 1 : - : o :
b) Demonstrati cd x+—>=2 1 2"-3*+2+.3">12, pentru orice x>0 (puteti utiliza si
x

inegalitatea mediilor).
1 1 1

¢) Rezolvati in R”, ecuatia 2*-3% +2%-3" + (JE )H; -18.

4. Punctele spatiului fizic obignuit sunt colorate in mod arbitrar cu doua culori.
Demonstrati ca existd un segment ale carui extremitati si mijloc sunt la fel colorate.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

Clasa a XI-a

1. Fie A={(x,y)/|x|+|y|£5}
a) Intr-un reper ortoganal (xOy), rezolvand inecuatiile corespunzatoare fiecarui cadran,

reprezentati multimea A, prin hasurare.
b) Sa se demonstreze ca oricum am alege 101 puncte din A4, exista cel putin doua dintre acestea
la o distantd mai micd sau egald cu 1( Impartind pétratul prin paralele la laturi).

2 2 .
2. Consideram functia f/:R\{0,1} >R, f(x)= x2 X, \/xi%r31 2
x*—x x—

Studiati existenta limitei lim f(x) pentru a=-00, a=0, a=1 i a=o.
xX—a

-1 1 1
3. Fied=| 1 -1 1
1 1 -1
a) Demonstraticd A4’ + A4-21, =0,
b) Demonstrati ci A este inversabila si determinati 4.
¢) Rezolvati in M, (R), ecuatia AX = 4° —1,.

4. Fie functia /:R — R care verifica relatia f(x—y)—xf(y)<1-x, pentru orice x,y € R
a) Demonstrati ca f(x) <1, pentru orice xeR.

1-7(0)

b) Demonstrati cd 1-———< f(x) <1, pentru orice x > 0. Calculati lim f(x).
X X—0

c) Determinati toate functiile f care verifica conditia data.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Clasa a XII-a

. Pe G =(3.0) definim legea de compozitie xoy=(x-3)(y-3)+3,Vx,yeG.
a) S se demonstreze ca (G, e)este grup abelian.

b) Calculati 508", unde 8’ este inversul lui 8 in G.
c¢) Demonstrati ca, dacd H este subgrup al lui (G,o) care contine toate numerele naturale mai

mari sau egale cu 4, atunci H contine toate numerele rationale g > 3.

¢ dx
. Calculati j —-

1 x(x +1)
. Consideram f :[1,00)— [1,0)o functie derivabild cu f(1)=1, pentru care ordonata punctului
de intersectie a axei Oy cu tangenta Intr-un punct oarecare al graficului functiei f/ este egala cu

jumatate din ordonata punctului de tangenta.

a) Demonstrati ca xf"(x)= %f(x),x >1.

.S x . . 5
b) Demonstrati ca J. f—()dt =In \/: , pentru orice x >1,a > 1fiind un numar fixat.
a

/(1)

c¢) Determinati functia f.

. Se considera in plan trei discuri disjuncte D,,D,, D, de raze r,r,,r;. Notam D =D, UD,UD,si

S aria lui D. Stiind ca proiectia lui D pe axele unui reper xOy sunt doud segmente avand suma
lungimilor egala cu 1, se cere:

a) Ardtatica S < % ;

b) r+r, +r 2%;

T

c) S=> .
) 48

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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